1) Si M(x ;y ; z) appartienta (S), alorsona x* +y?-z? =1, 00X,y etz sontdes réels.
Alors x2 +y? = (-z)® =x? +y2 - z? =1, c'est-a-dire que le point M’ de coordonnées
(x;y; —z) appartient également a (S).

On montre de méme la réciproque : si le point M(x ;y ; —z) appartienta (S), le point
M'(x ;y ; z) appartient aussi a (S).

Par conséquent, le plan d’équation z =0, c’est-a-dire le plan (xOy), est un plan de
symétrie de la surface (S).

2)a) M(x;y;z)0(D) = AM=kAB ouk estun réel

X —3 =-4k
- y-1=0k , aveckOR
z+3=4k
X=-4k +3
- y=1 , avec kOR
z=4k -3
X =-4k +3
Donc {y =1 , avec k OR, est une représentation paramétrique de la droite (D)
z=4k -3

b) Soit M(x ; y ; z) un point de la droite (D). D’aprés la question précédente,

x2 +y2 —72 =(-4k +3)* +12 - (4k —3)* =16k? — 24k +9 +1-16k? + 24k -9 =1.

On en déduit alors que ce point M appartient a (S), ou encore que tout point de (D)
appartient a (S). Par conséquent, la droite (D) est incluse dans la surface  (S).

3) Soit ¥ un plan paralléle au plan (xOy). &% aalors une équation de laforme z=c, ou c
est un réel.
2 ,y2_52=

M(x;y;z)d(S)n? = {X yrmz=l

zZ=cC
NG +y2 —c?=1
z=c '

x2 +yz =c2+1

zZ=c
Or x* +y? =c? +1 est une équation d'un cercle de centre Q(0; 0 ; c) etde rayon v1+c?,

tracé dans & . Donc, la section de la surface  (S) par un plan paralléle au plan  (xOy)
est un cercle .

4) a) Soit (C) la courbe d'intersection de la surface (S) et du plan d’équation z = 68.
D'aprés la question précédente, (C) est le cercle Q(0; 0 ; 68) et de rayon

VJ1+68% =54/185, tracé dans le plan d’équation z =68.
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a<b
b) Soit (a ; b) une solution de (1). Alors : <a* +b? = 4625
ppcm(a ; b) =440
Soitd le PGCD de a etb. Alors d divise a (et aussi a?) et divise b (et aussi b?), d’ou d
divise a? +b? x +y, c'est-a-dire d divise 4625.
De plus, d divise le PPCM de a etb. Donc d divise 440.
Par suite, d est un diviseur commun de 440 et de 4625.
Or les diviseurs de 4625 sont: 1;5;25; 37 ;125 ; 185 ; 925 et 4625.
Les diviseursde 440sont:1;2;4;5;8;10;11;20;22;40;44;55;88;110; 220 et
440. Donc, d estégala 1l ou ab.
Par conséquent, si (a ; b) est solution de (1) alors pgcd (a; b) estégalalous.

« Supposons que d =1 ; alors ab =pgcd(a ; b)xppcm(a ; b), c'est-a-dire

ab =1x440 =440.

On en déduit que a et b sont des diviseurs de 440 dont la somme de « leurs carrés » est
égale a 4625 et le produit & 440.

Or (a+b)® =a? +b? + 2ab = 4625 + 880 = 5505 ; ce qui est impossible car a+b est un

entier naturel (en tant que somme de deux entiers naturels).
Il 'y a donc dans cas aucun couple solution de ce systeme.

« Supposons que d =5 ; alors ab =pgcd(a ; b) xppcm(a ; b), c'est-a-dire

ab =5x440=2200.

On en déduit que a et b sont des diviseurs de 440 dont la somme de « leurs carrés » est
égale a 4625 et le produit & 2200.

Or (a+b)® =a? +b? + 2ab = 4625 + 4400 = 9025 ; d'oli: a+b =95.
De plus les diviseurs de 440sont:1;2;4;5;8;10;11;20;22;40;44 ;55,88 ; 110;
220 et 440. Donc, seul le couple (40 ; 55) est solution de ce systeme dans ce cas.

Par conséquent, il existe un seul point M de (C) tel que a et b soient des entiers
naturels vérifiant a<b et ppcm (a; b)=440 .
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