CORRECTION DU DEVOIR MAISON N° 11

Fonctions exponentielle et logarithme

Lo vz , Pour le 7 avril 2010
népérien, calcul d’'intégrale et calcul d’aire

Exercice 1 (Liban, juin 2008)
1) a) Par lecture graphique : f (-2)=6,5.
f'(—2) est le coefficient directeur de la tangente & I' au point d’abscisse -2 . Or cette

tangente est horizontale, d'ou f'(-2) =0.

b) Les valeurs de x dans l'intervalle [—4 ; 6] vérifiant f'(x) >0 sont les valeurs de x pour

lesquelles la fonction f est croissante. Donc f'(x) 20 lorsque x O[-4 ;-2]0[1;6].

c) Les valeurs de x dans l'intervalle [—4 ; 6] vérifiant f (x) < X sont les abscisses des points

de la courbe ' qui se trouvent en dessous ou sur la droite A
Donc f (x)<x lorsque x O[2;6].

2) a) Comme g =Inof, alors les variations de g sont les mémes que celles de f sur ]—4 ; 6]
; en effet, la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +0<>[ .

Par conséquent, la fonction g est croissante sur ]—4 ;—2] et sur [1;6] , et est
décroissante sur  [-2 ;1].

b) lim f(x)=0" et limIn(X)=-, alors lim g(x)=-o0.

) lim £ (x) limIn(X) =, alors lim g (x)=—o

X -4
X>0

3) &) Sur lintervalle [2 ; 4], la fonction f est positive.

Donc I est l'aire, exprimée en unité d’'aire, du domaine délimité par la courbe I, l'axe
des abscisses et les droites d’équations Xx=2etx =4.
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On remarque que I'aire du domaine cherché est comprise entre I'aire du trapeze EMNF et
celle du trapéze EMNP.

EM+FN)xMN _(2+3)x2

Or aire(EMNF) = (

=5 et
2 2
_ (EM+PN)xMN _(2+4)x2 )
aire(EMNP) = 5 = > =6. Par conséquent, 5< I <6.
2" méthode : On utilise la méthode des rectangles compte les carrés de c6té une unité.

)il by Ce rectangle a une aire
supérieure a celle du
domaine. Il est composé de
6 carreaux de c6té de
lonaueur 1 unité

PAr T,
& (Cette forme située a

< I'intérieur du domaine est
Lconstitué d’au moins 20

petits carreaux

o

A//ﬁfMNx

Onendéduitque 5 I <6.

Exercice 2 (Asie, juin 2009)

PARTIE A : Etude des fonctions f et g

1) a) lim (x —4) =+ et lim e* =+, alors lim e** =+ (limite d’'une fonction

X — +oo X - 400 X — +00
composée).
De plus, lim (7-x)=-w.Donc lim f(x)==-e (par produit de limites).
X — oo X — 00

b) On remarque que f =ue’ avec u(x)=7-x et v(x)=x-4.
Dou f' =u'e" +u(eV ) =u'e’ +uv'e’ avec u'(x)=-1 et v'(x)=1.
On en déduit que f'(x) =-e*™* +(7-x)e*™* =e**[-1+7 - x].

Par conséquent, pour tout nombre réel  x de l'intervalle [0 ;+eo[, f'(x)=(6-x)e*™.

c) Pour tout réel x de [0 ; +cof , 7 >0. Donc le signe de f'(x) dépend de celui de (6 -x)
Or 6-x=0 équivauta x =6.

Par suite, la fonction f est croissante sur [0 ;6] et décroissante sur  [6 ;+od] .

On en déduit le tableau de variations suivant :
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X 0 6 +00
f'(x) + 0 -
Q2
f / \
7e™ —oo

2) a) On remarque que g = 2(|no h) . Comme 2 >0, alors les variations de g sont celles de
Inoh.
On sait que la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +0<>[ , alors la fonction Inch ales

mémes variations que celles de h sur [0 ; +oo[ .

Par conséquent, la fonction g est strictement décroissante sur [O ;+00[.

b) lim h(x) = lim [“5

j= lim (ij = lim (1) =1 (régle du quotient des mondmes de plus
X — 400 X — +00 X +1

Xt X X — +oo

haut degré).

+
Or limIn(X)=0, alors lim In[X 5j=0 (limite d’une fonction composée).
X -1 X — +o0 X+1

Par suite, lim g(x)=0.

X — +00
On en déduit que la courbe représentative de la fonction g admet une asymptote
horizontale d’équation 'y =0.

3) a) D'apres la question 1) c¢), on peut dire que la courbe C; représente la fonction f.

b) Les solutions de 'équation f(x)=g(x) sur l'intervalle [0 ; +oo[ sont les abscisses des

points d’intersection des courbes C; et C..
Donc les valeurs approchées, arrondies & I'unité prés, d e I'équation f (x)=g (x ) sont
3et7?.

¢) La différence entre les propositions de Perrine et d’Elliot concerne la primitive de f sur
[0 ; 3] . Vérifions donc quelle est une primitive correcte :

D'ou F'=u'e +u(eV ) =u'e’ +uv'e’ avec u'(x)=-1 et v'(x)=1.
On en déduit que F'(x) =-e*™* +(8-x)e*™ =e**[-1+7-x] =(6 -x)e*™ =1 (x).

F est bien une primitive de f sur [0 ; 3].

D'ou F'=u'e" +u(e")’ =u'e’ +uv'e’ avec u'(x)=7-x et v'(x)=1.
On en déduit que
F'(x)=(7-x)e*"* +(7x —%szeX“1 =X [7 —X +7X —%xz} =(7 +6X —%szeX“1 zf(x).

F n’est pas une primitive de f sur [O ; 3] . C’est donc Elliot qui s’est trompé
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PARTIE B : Application économique

Comme le prix d’équilibre est le prix qui se forme sur le marché lorsque I'offre est égale a la
demande, alors on recherche I'abscisse du point d’intersection des courbes C; et C, sur

lintervalle [0 ; 5] .
D’aprées la question 3) b) de la partie A, cette abscisse est 3.
Par conséquent, une valeur approchée du prix d’équilibre X, est 3000 tonnes, celle du

prix d’équilibre y, est 1,5 euro par kg .
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