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Courbe de Lorenz et indice de Gini Pour le 3 mai 20 10 
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	 .  1) On remarque que 
1

f u
v

= +  avec ( ) 3
1

2
u x x= -  et ( ) 1v x x= + . 

Alors 2

v
f u

v

¢
¢ ¢= -  avec ( ) 3

2
u x¢ =  et ( ) 1v x¢ = . 

Donc ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2 2

3 1 13 1
2 1 2 1

x

x x

+ -
¢ = - =

+ +

2

2

3 6 2

2 1

x x
f x

x

+ ++ ++ ++ +
====

++++
, pour tout x de [ ] 0 ;1 . 

Comme ( )2
2 1 0x + >  pour tout réel x, alors le signe de ( )f x¢  dépend de celui de 

( )23 6 2x x+ + . Or sur [ ]0 ; 1 , 23 0x ³  et 6 2 0x + > , alors 23 6 2 0x x+ + >  pour tout x  de 

[ ]0 ; 1 . On en déduit que la fonction f  est strictement croissante sur  [ ] 0 ;1 . 

On en déduit le tableau de variations de f : 
 

x 0 1 

( )f x¢  +   
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2) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

21 2 2 13 1 1 1
1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

x x x x x
x f x x x x

x x x x

- + - + + - +
- = - - + = - - + = =

+ + + +
 

Donc ( ) ( )
( )

1

2 1

x x
x f x

x

- -
- =

+
, pour tout x  de [ ]0 ; 1 . 

Or sur [ ]0 ; 1 , ( )2 1 0x + > , 0x- £  et 1 0x - £ . Donc, pour tout x de [ ] 0 ;1 , ( ) 0x f x- ³- ³- ³- ³ . 
 

3) D’après les questions précédentes, on peut dire la représentation graphique de la 
fonction f  est une courbe de Lorenz . 
 

		�   1) a) On remarque que g u v= +  avec ( ) exu x =  et ( ) ( )e 2 1v x x= - - - . 

Alors g u v¢ ¢ ¢= +  avec ( ) exu x¢ =  et ( ) ( )e 2v x¢ = - - . 

Donc ( ) ( )¢ e e 2xg x = - -= - -= - -= - - , pour tout x de [ ] 0 ;1 . 
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Comme x  appartient à [ ]0 ; 1  et que la fonction exponentielle est croissante sur [ ]0 ; 1 , 

alors 0 1e e ex£ £ , c’est-à-dire 1 e ex£ £ . Par suite, ( ) ( ) ( )1 e 2 e e 2 e e 2x- - £ - - £ - - , ou 

encore ( )3 e 2g x¢- £ £ . On en déduit que ( ) 0g x¢ >  pour tout x  de [ ]0 ; 1 . 

Par conséquent, la fonction g est strictement croissante sur  [ ] 0 ;1 . 
 

b) ( ) 0e 0 1= - -0 0g ====  et ( ) ( )1e e 2 1= - - -1 1g ==== . 
 

2) a) On en déduit le tableau de variations suivant : 
 

x 0 ( )ln e 1-  1 

( )h x¢  +  0 -  

h 

 
 
 
 

0 

( )( )ln e 1h -  

 
 
 
 

 
 
 
 

1 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln e 1ln e 1 e e 1 ln e 1 1 e 1 e 1 ln e 1 1 e 2 e 1 ln e 1h -- = - + - - + = - - + - - + = - + + - -

Alors ( )( )ln e 1 0,2h - »- »- »- » . 
 

b) ( ) ( ) ( ) ( )e e 2 1 e 1 e 2 1 e e 1 1x x xx g x x x x x- = - + - + = - + + - + = - + - + . 

Par conséquent, pour tout x de [ ] 0 ;1 , ( ) ( )h x x g x= -= -= -= - . 
 

c) D’après le tableau de variations de la question 		 . 2) a), on en déduit que pour tout x  de 

[ ]0 ; 1 , ( ) 0h x ³ . Par suite, pour tout x de [ ] 0 ;1 , ( )g x x££££ . 
 

3) D’après les questions précédentes, on peut dire la représentation graphique de la 
fonction g  est une courbe de Lorenz . 

��������  

1) ( ) ( )0,5 0,5e e 2 0,5 1 e 0,5e= - - - = -0,5 0,29g »»»»  ; alors on peut dire que 50% des 

exploitations les plus petites représentent au tota l 29% de la superficie des 
exploitations du pays G . 
 

2) a) Comme g  est positive sur [ ]0 ; 1 , alors ( )( ) ( )( )
1

0
x g x dx= -� �

1

0
e e 1 1x x dx= - + - += - + - += - + - += - + - +��� � . 

D’où ( ) ( ) ( )
1

2 1

0

1 1
e e 1 e e 1 1 1 0 0

2 2
x x x� � � �= - + - + = - + - + - - - -� �� 	
 � � 


3 e
2
----

====��� � . 

 

b) On en déduit que  0,14»»»»��� �
�X���D�X���D�X���D�X���D

. Par suite, 0,28G »»»»gggg . 
 

3) ( )( )
1 1

0 0

1 1
2 2 1

2 1F x f x dx x dx
x

g � �= ´ - = ´ - - +� �+� 
� � . 

Posons ( ) 1u x x= + , alors ( ) 1u x¢ = . D’où 
( )
( )

1
1

u x

x u x

¢
=

+
.  
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Comme 0u >  sur [ ]0 ; 1 , une primitive de 
u
u

¢
 est ( )ln u . On en déduit qu’une primitive de 

1
1

x
x +

�  sur [ ]0 ; 1  est la fonction ( )ln 1x x +� . 

Donc 

( ) ( ) ( )( ) ( )
11

2

0 0

1 1 1 1 3
1 ln 1 ln 2 1 0 ln 1 0 ln 2

2 1 4 4 4
x dx x x x

x
� � � � � �- - + = - - + + = - - + - - - = -� � � �� 	+� 
 
 � � 
�  

Par conséquent, ( )3
2ln 2 0,22

2F = - »= - »= - »= - »gggg . 

 

4) a) Plus le coefficient de Gini est petit, plus la répartition des exploitations est égalitaire. 
Donc la répartition est la plus égalitaire pour le pays F. 
 

b) Par définition, 2  et 2F F G Gg g= =� � .  

Or d’après les graphiques ci-dessous, on remarque que F G<� � . Par suite, F Gg g<  ; ce 

qui confirme que la répartition est la plus égalitaire pour le pays F. 
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