Amérique du Nord

1. Exercice 1

Partie A : étude de la progression de I'épidémie pendant 30 jours

1) Comme la fonction y est dérivable et strictement positive sur [O ; 30] , alors la fonction z

T

est dérivable sur [0 ; 30], et z' = _y_z, C'est-a-dire y' = -z'y?.
1
{y (o):o,01 mzom
y' =0,05y (10-y) ~z'y? =0,05y (10-y)
z(0) =1 =100
0,01

z'=—0,05%(10—y)

z(0) =100

z'=-0,05z [10 —EJ =-0,5z +0,05
z

, : . . y (0)=0,01 .
Par conséquent, la fonction y satisfait aux conditions si et
y'=0,05y (10-y )
z(0) =100

seulement si la fonction z satisfait aux conditions .
z'=-0,5z2 +0,05

2) a) Les solutions de I'équation différentielle z' =-0,5z + 0,05 sont les fonctions définies sur
[0; 30] par z(x)=Ce™®** +0,1 ou C est une constante réelle.

Or z(0) =100, alors C +0,1=100, c'est-a-dire C =99,9.
Donc, pour tout réel x de [0;30], z(x)=99,9 e™®** +0,1.

1 _ 10
99,9 +0,1 999 e +

Comme y =1, alors y (t) = T pour tout réel t de [0;30].
z

b) Le pourcentage de la population infectée au bout de 30 jours est égal a y (30) .

10

——— =10
999%e +1
Par conséquent, environ 10 % de la population est infectée au bout de 30 jours .

Or y(30) =

Partie B : étude sur l'efficacité d'un vaccin

Soient les événements suivants : V : « l'individu est vacciné » et M : « I'individu est malade ».

Comme le quart de la population est vaccinée, alors p(V) =0,25.
On en déduit que p(\7) =0,75.
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Comme sur la population vaccinée, 92 % des individus ne tombent pas malades, alors
p, (M)=0,92.

De plus, 10 % de la population totale est malade, alors p(M)=0,1.
On peut alors modéliser la situation par I'arbre pondéré suivant :

M
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0,08
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/ -
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W M
\\\\‘\ _‘_'_‘_,__,-'—""'a -
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"—\-\__\_ __—_\-\_H___—--__
—— i
-A—
M

1) Rechercher la probabilité de I'événement « l'individu n’est pas vacciné et tombe malade »
revient a déterminer p(V n M).

Comme V etV forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités totales,
p(M)=p(V n |v|)+p(v N M)z p(V)xp, (|v|)+p(v N M)
Dot : p(V nM)=p(M)-p(V)xp, (M)=01-0,25x0,08=0,08.

Donc la probabilité de 'événement « I'individu n'est pa s vacciné et tombe malade » est
égale a4 0,08.

2) La probabilité de tomber malade pour un individu qui n’est pas vacciné est égale a p; (M) .

_P(\70'V')_o,08_ 8
Or Ry (M) = p(v) 075 75

La probabilité de tomber malade pour un individu qu i n'est pas vacciné est égale a %

2. Exercice 2

Partie A : restitution organisée de connaissances

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a : b] avec a<b.

ng (x)dx —Lbf (x)dx :I:[g (x) = (x)]dx :Lb(g ~f)(x)dx .
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Comme g (x)=f(x) pourtoutx de [a;b],alors (g -f)(x)=0.
On en déduit que jb(g ~f)(x)dx =0, et par suite, Ibg (x)dx —jbf (x)dx =0.
a a a
Par conséquent, si f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a : b] avec a<b

etsi, pourtout x de [a; b], f(x)=<g (x) alors Ibf(x)dx sjbg (x px .

a

Partie B

1) a) Comme x appartient a [0 ; 1] et que la fonction x > —x> est décroissante sur [0 ; 1],

alors -0% > -x2 > =12, c’est-a-dire -1<-x?><0.
Or la fonction exponentielle est croissante sur R donc sur [—1; O] ; on en déduit que

_ 2 1
et <e™ <e% ouencore que =<f(x)<1.
e

Par conséquent, pour tout réel x de [0; 1], oY (x)=1.
e

b) Comme les fonctions x 1 , f et x — 1 sont continues sur [0 ; 1] , d'aprés la partie A,
e

1 1 1
ldst‘ f(x)dxsj 1dx.
oe 0 0
1 1
Or ldle(l—o)zl et J. 1dx =1(1-0) =1. Par conséquent, 1suO <1.
0e e e 0 e

2) u, = Iole (x)dx = j:xe’xzdx :
Si on pose v (x)=-x?, alors v'(x) =-2x. Dol : xe X’ = —%v’(x)ev(x).

Or une primitive de la fonction v'e’ est la fonction e".

1
On en déduit que : u,; :{—%e_xz} :(—%e_lj —(—%eoj :i—i :_e -1 .
0

. _y2
3) a) Pour tout réel x de [O ; 1] et pour tout entier naturel n non nul, x" >0 et e =0 ; alors

x"e™ >0.
D’aprés la propriété donnée dans les pré-requis de la partie A, on en déduit que

1, .52 - .
I x"e™ dx =0, c'est-a-dire que u, =0 pour tout entier naturel n non nul.
0

De plus, u, >0 d'apres la question 1) b) de la partie B ?
Par conséquent, pour tout entier naturel n, u, 20.

b) Soit n un entier naturel non nul.
1 n+l —x2 1 n —x2
unﬂ—un:IX e dx—jxe dx=J-
0 0

0

1 1
[x””e”‘2 —x"e™’ }dx :I (x —1)x”e‘x2dx .
0

. _2
Pour tout réel x de [O : 1] et pour tout entier naturel n non nul, x"e™ =0 et x-1<0 ; alors

1
(x —1)x”e"‘2 <0. On en déduit que J (x —1)x”e’x2dx <0, cest-a-dire que u,,, <u, pour
0

tout entier naturel n non nul.
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De plus, u; =0,32 et 0,36 <u, <1, d'ou u, <u,. Par suite, u,,, <u, pour tout entier naturel n.
Par conséquent, la suite (u,) est décroissante .

c) D'aprées les questions précédentes, la suite (un) est décroissante et minorée par 0 ; elle

est donc convergente vers un reel |

4) a) D’apres la question 1) a), pour tout réel x de [O ; 1] : 1 <f (x) <1. Or, pour tout entier
e

n

X
naturel n, 0<x", alors — < x"f (x) < x".
e

Comme x"f (x) < x" pour tout réel x de [0 ; 1] , d'aprés la propriété de la partie A, on obtient :
1 1
I x"f (x)dx S.[ x"dx .
0 0
n+l

1
Or I x"dx = X - -0= 1 ; on en deduitque : u, < 1 pour tout entier
0 n+lj n+l n+1 n+1

naturel n.
b) D’apres la question précédente et la question 3) a), on, peut écrire que :

pour tout entier naturel n, O<u, <

n+1

Or Ilim L. lim 1 =0, donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim u, =0 .

no+onN+1 N-o+oN n - 4o

3. Exercice 3

1) Dans le repére (A - AB, AD, KE) les points A, B, C, D, E, F, G et H ont respectivement
pour coordonnées (0;0;0), (1;0;0), (1;1;0), (0;1;0), (0;0;1), (1;0;1), (1;1;1)
et (0;1;1).

Comme I est le centre de la face ADHE, alors I est le milieu de [AH].

D’ou I a pour coordonnées (O ; % ; %j

De méme, J est le centre de la face ABCD, alors J est le milieu de [AC] .

D’'ou J a pour coordonnées (% ; % ; 0).

Comme K est le milieu de [IJ] , alors K a pour coordonnées (% ; % ; %j

2) Les vecteurs AK et AG ont pour coordonnées respectives [% X % : %) et (1; 1; 1).

Xoe — . .
Or —AK 2 yﬂ, alors AK et AG ne sont pas colinéaires.
X Yac
Par conséquent, les points A, K et G ne sont pas alignés . lls déterminent donc un plan de
I'espace.
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2 2 2 2
3)a) AT =\/02 +(1j +(1j =\/i et AJ =\/(lj +(1j +0? =\/1, alors A appartient au
2 2 2 2 2 2

plan médiateur du segment [IJ].

K est le milieu de [IJ], alors K appartient au plan médiateur du segment [IJ].

GI:\/(O—1)2+(%— j2+(%— jz :\E et GJ =\/(%— )2+(%— j2+(0—1)2 :\E,alorsG

appartient au plan médiateur du segment [IJ].

D’aprés la question précédente, on en déduit que le plan médiateur du segment [IJ] estle
plan (AKG).

b) D’aprés la question précédente, on peut dire que le vecteur IJ est un vecteur normal du
plan (AKG).
M(x;y;z)0(AKG) < AM-IJ=0
o X 1—0 +y 1—1 +7 O—E =0
2 2 2 2

- 1x—lz=0
2 2

= X-z=0
Donc (AKG ) a pour équation cartésienne  x =z =0.

C) X, =z, =0, alors les coordonnées de D vérifient 'équation du plan (AKG).
Donc D appartienta (AKG).

4) a) Comme L est le centre de la face DCGH, alors L est le milieu de [DG] :

D’ou L a pour coordonnées (% o %j
Xp X, :1 =%,
2 4
o yaty, _1_ . -
On en déduit que > o Y » €t par suite, que K est le milieu de [AL] .
ZA +ZL =1:ZK
2 4

b) Soit Q le barycentre des points pondérés (A, 2), (D, 1) et (G, 1).
Comme L est le milieu de [DG] , L est alors I'isobarycentre des points D et G.

D’apres le théoréme d’associativité des barycentres, Q est alors le barycentre des points
pondérés (A, 2) et (L, 2), c'est-a-dire I'isobarycentre des points A et L.

On en déduit que Q est le milieu du segment [AL] , et par suite, Q =K (d’apres la question

précédente).
Par conséquent, K est le barycentre des points pondérés (A, 2), (D, 1) et (G, 1).
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4. Exercice 4 (enseignement obligatoire)

Partie A : étude d'un cas particulier

1)a) — = ~1-i\3 :‘1‘i\/§:(_1_i*/§)(_@_i):J§+i+3i—\/§
b-a (- B)+ [ B)i-i-hE B () F P
Donc b_—aa=i'

b) D’apres la question précédente :
AO _[0-8 | -a|_, S — [o aj .

= = =lil=1 t AB . AO| = - | = =
AB |b-a |b-a i © ( ’ ) 9 b-a arg (i)
On en déduit que le triangle OAB est rectangle isocéle en A.

N_I N

2

2) Comme C est l'image de A par la rotation r, alors ¢ -0 = es (a —0).
. o .. . (2m . NCR 1 V3 _..43 3
Dou: c=|cos| — |+isin|— | ||1+iv3])=| —=+iI— ||1+iv3]|="=—1—+I———.
R ) e e O e e
Par conséquent, c =-2.

3) @) M) = Ye “¥a - 0-43 =33 Alors (AC) a une équation de la forme y 3. p.

Xe =X, —2-1 3
Comme le point A appartient a cette droite, alors y , —?XA +p, c'est-a-dire

pz\/g_g 243 J3

== Par conséquent, la droite (AC) a pour équation 'y =?(x +2).

w

b) Soit E le milieu de [BD]. Alors E a pour coordonnées (_1_2\@ ; _1;\/5}

_q- _ _3 3(/3-1
A|OI’S£(XE+2):£ 1 \/§+2 :£x3 \/5:3\/§ 3: ( ):yE_
3 3 2 3 2 3x2 2
Par conséquent, le milieu du segment [BD] appartient a la droite (AC).
B 2
2_
T
-1
B
D
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Partie B

1) Comme A' et B' sont les images respectives de A et B par la rotation r, alors
a-0=e’(a-0) et b'-0=€“(b-0).Donc: a'=ae’ et b'=b €.

' io ,
2) a) Comme P est le milieu de [AA'], alors p = ara _avrae =E(1+ e"g).

2
Comme Q est le milieu de [BB'], alors g = b+b’ _b +2 e =g(1+ eia)_
b) —— = —%(1““9“9) = —E(l+e'9) =2 ponc: P =2
g-p 2(1+ei5)_621(1+ei0) £(1+ei‘9)(b—a) b-a g-p b-a

a-p -
et 1) a) de la partie A).
On en déduit que les droites (OP) et (PQ) sont perpendiculaires

c) (5@ , P_d) =arg [O;j =arg (b_—aj = arg(i) =g (d’aprés les questions 2) b) de la partie B

d) Comme P est le milieu de [AA'] etque r (A)=A’, alors (OP) est la médiatrice de [AAT].
D'ou (AA') est la droite perpendiculaire & (OP) passant par P.

D’apreés la question précédente, on peut en déduire que les droites (AA') et (PQ) sont

confondues.
Par conséquent, le point Q appartient & la droite  (AA’).

5. Exercice 4 (enseignement de spécialité)

Partie A

1) a) On remarque que : 23 x(-2) +47x1=1.
Donc une solution particuliére de (E) est (-2 ; 1).

b) ) Le couple (—2 ; 1) est un couple solution de I'équation 23x +47y =1.

Alors, 23x +47y =1 équivaut & 23x +47y =23 x(-2) +47x1, ou encore &

23(x +2)=47(1-y).

On en déduit que 47 divise 23(x + 2), et comme 23 et 47 sont premiers entre eux, d'aprés le
théoréme de Gauss, 47 divise x + 2. Il existe donc un entier k tel que x +2 =47k , c’est-a-
dire x =-2+47k . En remplacant x par -2+47k dans I'égalité 23(x +2)=47(1-y),ona:
23x47k =47(1-y), soit 1~y =23k, c'est-a-dire y =1-23K.

Réciproquement, on vérifie que tous les couples de la forme (—2 +47k ;1- 23k) , ou k
appartient a Z, sont solutions de I'équation 23x +47y =1.

23(-2+47K) +47(1-23k) = -46 + 47 =1. Ce qui vérifie ce que I'on souhaite.

Par conséquent, I'ensemble de solutions de I'équation 23x +47y =1 est 'ensemble des
couples de la forme (—2 + 47K ; 1—23k), ou k appartienta Z.
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c) Comme 23x =1-47y, alors 23x =1 (47).

On doit donc rechercher les couples de solutions de (E) tels que x soit un entier naturel

comprisentre 1 et 46. Or: 1< -2+47k <46 - 3<47k<48 - isksﬁ.

47 47
Comme k est un entier, alors k =1. Par suite, x =-2+47x1=45,

Par conséquent, I'unique entier x de Atelque 23x =1 (47) est45.

2) a) Supposons que ab =0 (47) . Comme 47 est un nombre premier, on en déduit que 47
divise ab.
« Si 47 divise a, alors a=0 (47).

» Si 47 ne divise pas a, alors a et 47 sont premiers entre eux.
Comme 47 divise ab, d'aprés le théoréme de Gauss, 47 divise b. Par suite, b=0 (47) .

Par conséquent, si ab =0 (47),alors a=0 (47) ou b=0 (47).

b) Supposons que a® =1 (47). On peut également écrire que a’ -1=0 (47), c’est-a-dire
(a-1)(a+1)=0 (47).

D’aprés la question précédente, on en déduit que a-1=0 (47) ou a+1=0 (47), c'est-a-
dire que a=1 (47) ou a=-1 (47).

Par conséquent, si a® =1 (47),alors a=1 (47) ou a=-1 (47).

3) @) Soit p un entier de A, c'est-a-dire que p est un entier naturel compris entre 1 et 46.

On en déduit que p et 47 sont premiers entre eux.
Donc, d’'apres le théoreme de Bézout, il existe deux entiers relatifs g et m tels que
pxq+47xm=1.

Or pxq+47xm =1 équivaut & pxq =1-47m . Par suite, pxq =1 (47).
Donc, pour tout entier p de A, il existe un entier relatif q telque pxq =1 (47).

b) Soit p un entier de A tel que p =inv(p).

Comme pxinv(p)=1 (47) etque p=inv(p), alors p* =1 (47).

D’apres la question 2) b), p=1 (47) ou p=-1 (47).

- Supposons que p=1 (47), alors p =1 car p est un entier compris entre 1 et 46.

- Supposons que p=-1 (47), alors p =46 car p estun entier compris entre 1 et 46.
Par conséquent, les entiers de A qui vérifient  p =inv (p ) sontlet46.

c) Par définition, 46! =46x45x44x43x.,..x3x2x1.
D’aprés la question 3) a), pour tout entier p de A, il existe un unique entier inv (p) de A tel

que pxinv(p)=1 (47).

Or les nombres 1 et 46 sont les seuls entiers de A tels que p =inv (p) , alors chaque entier p;
de A compris entre 2 et 45 peut étre associé a inv (p,) tel que p, xinv (p,) =1.

Donc : 46!=46xp, xinv (p,) x p, xinv (p,) x...x p,, xinv (p,, ) x1, et par suite,

46! =46%x1x1x..x1x1=46.

Comme 46=-1 (47), alors 46!=-1 (47).
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