Liban

Exercice 1

Partie A
1

X "

1) Soitun réel x. e ™ xe* =e*** =e® =1. Comme e* >0 pour tout réel x, alors e™ =
e

nx

2) Soit 2(n) la proposition, définie pour n entier naturel, par : « pour tout réel x, (ex)n =e™ »

nx

- Hérédité : Soit n =0. Supposons que #(n) est vraie. Alors : (ex)n =e

n+1 n . .
(ex) = (ex) xeX =™ xeX = g™ = o™X pgr suite, #(n + 1) est vraie.

2(0) est vraie et pour tout n supérieur ou égal a 0, (n) = ¥(n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout n supérieur ou égal a 0, #(n) est vraie

nx

n
C’est-a-dire : pour tout réel x et pour tout entier naturel n: (ex) =e

Partie B

11
1) a) u, +u1=J'01

+e™*

1 ¥ 1 1 e™* .
+ dx = + dx (d'apres la propriété de
J.01+e'X J.0(1+e'X 1+e'X} (dap Prop

linéarité de l'intégration). Donc u, +u, = .[011dx =(1-0)x1=1.

B 1 e—x B 1 _e—x
b) u, _I01+e‘x dx —jo[—1+e_dex.
e u'(x)

Sion pose u(x)=1+e™, alors u'(x)=-e™. D’ou

: 1+e™ u(x)

Comme u est strictement positive sur [0 ; 1] , alors une primitive de % est In(u).
Donc u, = [—In(1+ e‘x)]z = —In(1+ e‘l) + In(1+ e°) =In(2)-In (1 +e '1).
On en déduit que u, =1=In(2) +In (1 +e '1) :

—-nXx

. . e
2) Pour tout entier naturel n et pour tout réel x de [O ; 1] e >0.

. e—nx . 1 e—nx
Comme la fonction x - ———- est continue sur [0; 1], alors | ——— dx>0.

l+e 0l+e

Par conséquent, pour tout entier naturel n, u, 20.
3) a) Soit n un entier naturel non nul.
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_ 1e—(n+1)x 1 g™ J.l(e‘(”*l)x + ™™
0

+u = - dx+j dx = -
0l+e™ 1+e™

ne T Uy TP j dx (d'apres la propriété de linéarité
de l'intégration).

x 1
if (e +1) - 1 1,1
Alors u,, +u, =_[ ——— |dx =j e™dx =|-Ze™ | =-=e"+=¢g°,
ol 1+e 0 n 0 n n
] . 1-e™
Par conséquent, pour tout entier naturel n, u_,, +u, = .
n

-n

. . " 1
b) D’aprées la question précédente, u, =

—Uu,,, pour tout entier naturel n.

1-e™" 1-e™"
. —U,, S —

) 1-e™
Donc, pour tout entier naturel n, u, < )
n

Or pour tout entier naturel n, u_,, =0, alors

n+l

-n

. . " 1
4) D’apres les questions précédentes, O0<u, <

, pour tout entier naturel n.

Comme lim e™ =0, alors lim (1—e‘”) =1 (par somme de limites).

n — +oo n - +oo

De plus, lim n =+ ; donc, par quotient de limites, lim (1—e J=O.

n - +oo n - +oo n

D’aprés le théoréeme des gendarmes, on en déduit que lim u, =0 .

N — 400

Exercice 2

1) La droite (&) a pour vecteur directeur AB de coordonnées (2 ; —=3; -1) et passe par le
X =X, + Xt

point A. Par suite, (EZ)) a une representation parameétrique de la forme : Jy =y, +y;t

z=27,+7t
X =1+2t
Donc une représentation paramétrique de  (9) est: 1y =-2-3t avec (tOR).
z=-1-t
2) La droite (9') a pour vecteur directeur u de coordonnées (-1; 2 ; 1).
- . X- _
e Comme AB et u ne sont pas colinéaires (en effet, —u ;tLJ, alors (9) et (2') ne sont
Xw Ya
pas paralléles.
e Cherchons I'éventuel point d’intersection des droites () et (2')
1+2t=2-k
M(x;y;z)0(2)n(2) = <-2-3t=1+2k
-1-t=k
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2t+k =1 [1]
M(x;y;z)0(2)n(2) = 3t+2k=-1 [2]
t+k=-1 [3]
t=2 [1]-[3]
- qt=1 0 [2-2x[3
t+k=-1

Ce qui est impossible ; donc () et (') n'ont pas de point d'intersection.
Par conséquent, (@) et (2') ne sont pas coplanaires .

3)a) 4x, +y, +5z, +3=4-2-5+3=0 d'ou A appartienta (#).
4xg +y, +52, +3=12-5-10+3=0 d'ou B appartienta (#).

Comme () contient deux points de la droite (%), alors (%) contient la droite (D).

4x+y +52+3=0
x=2-k

y =1+2k

z=k

8-4k +1+2k +5k +3 =0
x=2-k

y =1+2k

z=k

3k +12=0
x=2-k

y =1+2k

z=Kk

b) M(x;y;z)0(?)n(9) -

Donc la droite (2') etle plan () sont sécants en un point C de coordonnées
(6;-7;-4).

4)a) usw =(-1)x1+2x1+1x(-1) =0, alors u etw sont orthogonaux.
De plus, le point C appartient aux deux droites. Donc, (A) et (2') sont perpendiculaires .

b) ABew =2x1+(-3)x1+(-1)x(-1) =0, alors AB etw sont orthogonaux.
Par suite, () et (A)sont perpendiculaires.
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X=6+a
Une représentation paramétrique de (A) est:y=-7+a (a DR)

z=-4-a
1+2t=6+a
M(x:;y;z)0(9)n(8) = (2-3t=-T+a
-1-t=-4-qa
2t-a=5 [

= <3t+a=5 [2]
t-a=3 [3]
t=2 [1-[3]
= Ja=5-3x2=-1

2-(-1)=3
x=6-1=5

P y:—?—l:—8
z=-4-(-1)=-3

Par conséquent, (A) coupe (@) perpendiculairement en un point  E de coordonnées
(5;-8;-3).

Exercice 3 (enseignement obligatoire)

1) Un tirage d’une boule blanche de I'urne est une épreuve de Bernoulli de parametre p :% :

Cette épreuve est répétée dix fois de maniére indépendante puisque I'on fait dix tirages
successifs et aprés chaque tirage, on remet la boule dans l'urne.
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de boules blanches obtenues. X suit alors la

loi binomiale de parametres n =10 et p :%.

k J\3 3
Donc la probabilité de tirer exactement trois boules blanches est égale a p(X = 3), c'est-a-

10 1 k 1 10-k
D’ou, pour tout entier k compris entre 0 et 10, p(X =k) =( J(—j (1——) .

3 7

dire & (mJ (lj (gj . La proposition 1 est donc fausse
3 )\3) 3

2) p(X >a)=1-p(X <a), alors p(X >a)=p(X <a) équivauta 1-p(X <a)=p(X <a),

c'est-a-dire & p(X <a) :%.

Or p(X <a) =J':/1e"tdt =[—e'”‘ ]a —-e®t+el=1-e",

Dou: p(X>a)=p(X<a) - 1—e'”a=% - e'”azg o —Aazln(%Jz—ln(Z)
] . .. In(2)

Donc le réel a tel que p(X >a)=p(X <a) est égal & —

Par suite, la proposition 2 est vraie
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.nmr

3) z=1-iV/3 = 2(% —i ?J =2e '3 Alors, pour tout entier naturel n, z" =2"e 3 .

Sin est un multiple de 3, il existe un entier k tel que n =3k . Ainsi, z* =2"e™” ou encore
7% = 2% (cos(—kn) +isin(—k7T)) =8* cos (k) car sin(~k7z) =0 pour tout entier k.

k

Par suite, z** est un réel. La proposition 3 est donc vraie .

4) Si le triangle OAB est rectangle, ce ne peut étre qu'au point B.

5 £5) 1)

O—b: _ _
a-b 1+i 1+ij 2 (1+i
a-|—la 1-|—| =-|—
( 2 J ( 2 2 2
B . 1-i)(1+i I
Alors 0-b_-1 _' =( zl)(z I): i+l
a-b 1-i 1° +1 2

On en déduit que :

BO _ 0-b] _ O_b‘ =|~i|=1, alors OAB est isocéle en B.

BA |a-b| |a-b

a —_—
La proposition 4 est donc vraie .

(ﬁ@) = arg [O—_EJ =arg(i) =g, alors OAB est rectangle en B.

-10

5) (OM,0M') =arg| = | =arg| —2— | = arg —10 = arg 10\ 7 car 729 est un réel négatif.
2 2

Donc, pour tout point M d’affixe non nulle, les points O, M et M' sont alignés.
La proposition 5 est donc  fauss e.

Exercice 4

Partie A

1)Onau=v+w avec v(x)=x*-2 et w(x)=In(x).
La fonction u est dérivable sur ]0 ; o+ 00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur

J0; +oof. Alors: u'=v'+w' avec v'(x)=2x et w’(x)=1.
X
Dot : u’(x) = 2x +%. Comme x >0, alors u'(x) >0.
Par conséquent, la fonction u est strictement croissante sur ]O ;+00[.

lim(x*-2)=-2
X*O( ) donc limu(x ) =-e (par somme de limites).
limin(x) = -0 x=0
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lim (x2 —2) = +00
Xore donc Iim u(x)=+oo (par somme de limites).
lim In(x) = +co X b0

X = +00

2)a) Comme la fonction u est continue (car dérivable), strictement croissante sur ]O ; +oo[ et
gue 0 appartienta u (]0 ; + oo[) =R, d’apres le théoréme de la valeur intermédiaire,

Péquation u(x)=0 admet une unique solution @ dans ]O ;+o[ .
b) A I'aide de la calculatrice, on obtient 'encadrement suivant ; 1,31<a <1,32.

3) Comme la fonction u est strictement croissante sur ]O ; +oo[ etque u (a) =0, onen
déduit le tableau de signes suivant :

X 0 a +00
u(x) I] - 0 +

4) On sait que @ est 'unique solution de I'équation u(x)=0. Ainsi a* =2 +In(a) =0.

Par suite, In(a) =2 -a*.
Partie B
1) On remarque que f =m+n? avec m(x)=x> et n(x)=2-In(x).
Les fonctions m et n sont dérivable sur |0 ; +oo[, alors f est dérivable sur |0 ; +cd .
1

D'ol f'=m'+2nn’ avec m'(x)=2x etn'(x)=-=.
X

):2x2—4+2ln(x)=2u(x)'

Donc, pour tout x de |0 ;o[ , f'(x ) =2x +2><[—1j(2 ~In(x)

X X X

2) Comme x >0, alors le signe de f'(x) dépend de celui de u(x). D’aprés la question 3) de

la partie A, on en déduit les variations de f : f est strictement décroissante sur ]O ; a'] et

strictement croissante sur @ ; +oo[ .

Partie C
1) AM =J( =)+ (v ~ya) =(x=0)" + (in(x) =2)} =i+ (2-(x))" = (x).

2) a) Onremarque que g =hof ou h estla fonction racine carrée.
La fonction h est strictement croissante sur ]O X +oo[ , donc d’'aprés le théoreme sur les

variations d’une fonction composée, les variations de g sont les mémes que celles de f
sur 'ensemble de définition de  f, c'est-a-dire sur 0 ;4| .

T

. . . ,  f
Remargue : On aurait pu également dire que g :ﬁ' et comme ~ff >0 sur ]O ; +00[ , alors

le signe de g’ est le méme que celui de ' sur J0; +oof .
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b) D’apreés les résultats précédents et ceux de la partie B, on peut dire que AM est minimale
lorsque x =a, c'est-a-dire que AM est minimale en un point P de coordonnées

(a:n(a)).
c) AP =/ (a) = \/ar2 + (2 —In(cr))2 = \/az + (2 - (2 —crz))2 d’aprés la question 4) de la partie
A.Dou AP =+a’ +a* = ,/a? (1+ az) =Ja? x1+a? .

Or a >0, alors Va® =a ; par conséquent, AP =av1+a* .

Yo YA _ In(a)—2 — 2-a°-2 -—q
Xp — Xu a-0 a
Latangente a ' en P a pour coefficient directeur le nombre dérivé de la fonction logarithme

3) La droite (AP) a pour coefficient directeur

L !
neperienen a, C est-a-dire —.
a

Or (—a)xi = -1, donc la droite (AP) est perpendiculaire a latangentea I en P.
a

Exercice 4 (enseignement de spécialité)

1) Comme B est I'image de A par la rotation de centre O et d’angle ]ET alors

z,=e?z, =i(2-i)=1+2i.
Comme I est le milieu du segment [AB], alors z, = Za ;ZB =271 +21+2' :g+%i .

Soit s la similitude directe de centre A ; son écriture complexe est de la forme
' -z, =a(z-z,), cest-a-dire 2 ~(2~i)=a(z-(2~i)) ouia estun nombre complexe.

De plus, s transforme I en O, alors 0-(2-1i) =a(g+%i —(2—i))

-2+ _-4+2i _(-4+2i)(-1-3i)
_1.3, -1+3i (-1)° +32
2 2

Or O—(2—i)=a(g+%i —(2—i)} équivaut a a =

Par conséquent, I'écriture complexe de s est:
z'=(1+i)z-(1+i)(2-i)+2-i=(1+i)z-(2-i+2i +1) +2~i = (1+i)z-1-2i .
La proposition 1 est donc vraie

2) Soit (E) I'équation 3x =5y =2.

Comme 3x(-1)-5x(-1) =2, alors le couple (-1; -1) est une solution particuliére de (E).
3x -5y =2

3x(-1)-5x(-1) =2

En soustrayant membre & membre ces deux équations, on obtient :

3x -5y =3x(-1) -5x(-1), ou encore 3(x +1)=5(y +1) (E).

Alors on en déduit que 5 divise 3(x +1) ; comme 5 et 3 sont premiers entre eux, d’apres le

théoréme de Gauss, 5 divise x +1.
Il existe donc un entier k tel que x +1=5k , c'est-a-dire x =5k —1.
En remplacant x par 5k —1dans I'équation (E’), on obtient : y +1=3k , c’est-a-dire y =3k —1.

D'ouona: {
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Réciproqguement, vérifions que les couples (5k -1 3k —1) , avec k un entier relatif, sont
solutions de I'équation (E). 3(5k 1) =5(3k —1) =15k ~3-15k +5=2.

Par conséquent, 'ensemble des solutions de (E) sont les couples (5k -1 3k —1) ,aveck un
entier relatif. La proposition 2 est donc vraie

3) Tableau des « congruences modulo 3 » :

X 0 1 2
x? 0 1 1

On en déduit les congruences de x* +y? modulo 3 :

y2
0 1
X2
0 0
2
Donc x*+y?=0 (mod 3) équivauta x*=0 (mod 3) et y*=0 (mod 3), c’est-a-dire &

x=0 (mod3) et y=0 (mod 3). La proposition 3 est donc fausse

4) Pour tout entier naturel k tel que 2<k <n, k divise n!. Il existe alors un entier m tel que
n!=mk ; par suite, n'+k =mk +k =k (m +1).

n!+k est divisible par un nombre supérieur ou égal a 2 et n’est donc pas premier.
La proposition 4 est donc vraie

5) Soit (E’) 'équation x> -52x +480=0.
Cette équation admet deux solutions dans N : 12 et 40.
Soienta etb deux entiers naturels non nuls tels que PGCD(a ; b) =12 et PPCM(a ; b) = 40.

Alors ab =12x40 et il existe deux entiers premiers entre eux a' et b’ tels que a=12a" et
b=12b".

On en déduit que 12a'x12b' =12 x 40, c’est-a-dire 12a’'b’ =40 ; ce qui est impossible car 12
ne divise pas 40. La proposition 5 est donc fausse
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