DROITES ET PLANS DANS L’ESPACE

Cours Terminale S

1. Représentation paramétrique d’une droite

L’espace est rapporté au repére (O ; i,j,k).
1) Théoréme

Théoréme 1 : Soit (d) la droite passant par le point A(Xa; Ya; Za) €t de vecteur directeur
u(a;b;c),avec(a;b;c)#0.Unpoint M de coordonnées (x ;v ; z) appartient a (d) si, et
seulement si, il existe un réel k tel que :

X =X, +ka

y =y, tkb

z=2z, +kc

Ce systeme d’équations s’appelle une représentation paramétrique de la droite (d), ou
encore un systéme d’équations paramétriques de (d).
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du point A et du vecteur U ne sont pas uniques.
2) Application

x=5-k
Soit (d) la droite de représentation paramétrigue <y = -1+ 3k (avec k réel).
z=1+k
a)Le point A(3. 5, 2) appartient-il a (d) ?
b) Soit les points B(1, 6, 0) et (3. 0. -2). (d) est-elle paralléle a (BC) ?
¢) Ecrire une représentation paramétrigue de la droite (BC) ?



Solution :

2. Intersection de droites et de plans

1) Intersection de deux plans (P ;) et (P»)

Soit n et n’ des vecteurs normaux respectivement des plans (P;) et (P,).
* Si n et n’ sont colinéaires, alors (P;) et (P,) sont paralléles ; ils n'ont aucun point commun.

* Si n et n’ ne sont pas colinéaires, alors (P;) et (P,) sont sécants ; leur intersection est une
droite.
(P,) et (P;) confondus | (P,) et (P;) strictement paralléles (Py) et (P,), sécants
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Propriété 4 : Les plans d’équationsax+by+cz+d=0etax+b'y +c'z+d =0 sont
sécants si, et seulement si, (a, b, ¢) n’est pas proportionnel a (a’, b’, ¢’).

Lorsque n et n’ ne sont pas colinéaires, tout point M de la droite d’intersection (d) des

ax+by +cz+d =0
coordonnées (X ; y ; z) vérifiant le systéme d’équations : (S) y :
a'x+b'y+c'z+d'=0

Pour obtenir une représentation paramétrique de (d), on prend pour parameétre k une des
trois variables x, y ou z, puis on résout le systéme de deux équations avec les deux
inconnues restantes en fonction de k.

Un vecteur normal de (P;) est n(1;-1; 1) et un vecteur normal de (P,) estn’(-1; 2 ; -3).
Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc ces plans sont sécants selon une droite (d).

x=k-6
En posant z = k, on obtient : <y =2k -3, avec k réel.
z=k
On reconnait une représentation paramétrique de la droite (d) passant par le point
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A(-6 ; -3 ; 0) et de vecteur directeur U (1; 2 ; 1).

Dans un repére orthonormé(0 i, j. k), les plans (P), (Q) et (R) ont respectivement pour
équations cartésiennes x +y +z+3=0,2x+2y+2z+7=0et 3x -y +2 = 0.

1) Déterminer un vecteur normal d chague plan.

2) Etudier lintersection des plans (P) et (Q).

3) Etudier lintersection des plans (P) et (R).

Soit (A) une droite passant par A et de vecteur directeur U, et (P) un plan de vecteur normal
n.

* Si U et n ne sont pas orthogonaux, alors (A) et (P) sont sécants ; ils ont un point commun.
« Si U et n sont orthogonaux, alors :

- si A appartient a (P), (4) est incluse dans (P).

- si A n'appartient pas a (P), (4) et (P) n’ont pas de point commun.

(A) est contenue dans (A) est strictement parallele a (A) et (P) sont
(9] (P) sécants
(A)
(n)

s A AV AY/




X =X, +ka
Propriété 5 : Le plan d’équation ax + by + cz + d = 0 et |la droite d’équations 1y =y, +k/z,
z=2z, +ky

avec k réel, sont sécants si, et seulement si, aa + b3+ cy# 0.

Si (P) et (A) sont sécants, la détermination de leur point d’intersection revient a la résolution
du systéme formé par I'équation de (P) et les équations de (4).

Dans la premiére équation, on substitue les valeurs de X, y et z obtenues dans les trois
dernieres équations ; ceci permet de déterminer k, puis de trouver les coordonnées (X ; VY ; z)
du point d’intersection.

1) Dans un repére orthonormé (O, i, j, k), le plan (P) a pour équation cartésienne
x =1

bx +y-z+3=0etladroite (4) a pour représentation paramétrigue : |y = 1-6t, t réel.
z=3-t

Etudlier l'intersection de la droite (4) et du plan (P).

2) Etudier lintersection de la droite (4) passant par A(2. 1, -4) et de vecteur directeur
U(2,-2,;4)et duplan (P) déguation x + 2y -z + 2 = 0.

3. Intersection de trois plans
1) Le point de vue géomeétrique

Soit (P), (Q) et (R) trois plans de I'espace.



Ils n'ont pas de point commun
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Ils ont un seul Leur intersection est une Leur intersection est
point commun droite un plan

2) Le point de vue algébrique

On suppose que (P), (Q) et (R) ont respectivement pour équation :
ax+by+cz+d=0,avec(a;b;c)#(0;0;0),
ax+by+cz+d=0,avec (a;b’;c)#(0;0;0),
et a'x+b'y+c'z+d"=0,avec (@’ ;b";c”) £ (0;0;0).
Déterminer I'intersection de ces trois plans revient a résoudre le systéme de trois équations
ax+by +cz+d =0

atrois inconnues : ;a'x +b'y +c'z+d' =0 .
aIIX + blly + CIIZ + d" — 0
« Si le systeme se réduit & deux équations (par exemple lorsque deux équations sont

équivalentes), l'intersection est la droite dont un systeme d’équations cartésiennes est formeé
par ces deux équations.

* Si le systeme a un seul triplet solution, I'intersection de ces trois plans est réduite a un
point.

3) Applications

Dans un repére orthonormal (O . i, j k) de lespace, les plans (P), (Q) et (R) ont pour
équations respectives x +y-z=4,3x-y+z=0et -2x+3y-3z=7.
Déterminer l'intersection de ces trois plans.

Dans le plan rapporté d un repére, existe-t-il une parabole P d'éguation y = ax’ + bx + c,
passant par les points A(1, 1), B(-1, 5) et (2. 3)?
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