CORRECTION DU DEVOIR MAISON N° 5

Equation différentielle et

. : Pour le 9 novembre 2009
fonction exponentielle
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Partie A
1) y'+2y =0 équivauta y' = -2y .
Donc, les solutions de I'équation différentielle (E) sont les fonctions définies sur R

2X

par x —» k €™ ou k est une constante réelle

2) La fonction h définie sur R par h(x) =%e'2X est une solution de I'équation différentielle

(E') avec k :%. Ainsi h est solution de I'équation  (E').

3) La fonction g est dérivable sur R.
De plus, g =-3e" avec u(x)=-3x. Alors g' =-3u'e" avec u'(x)=-3.

Par suite, g'(x ) =9e™
Par conséquent, pour tout réel x, g'(x ) +2g(x ) =9e™ -6e™* =3e7**.
On en déduit que g est solution de 'équation  (E).

4) Comme f =g +h, alors f' =g’ +h'. Ainsi, pour tout réel x,
f'(x)+2f (x) =(g" +h')(x) +2(g +h)(x) =[g'(x) +2g(x) | +[ h'(x) +2h(x)].
Or g'(x) +2g(x) =3e™ et h'(x) +2h(x) =0, pour tout réel x.
Dot : f'(x)+2f (x) =3e™, pour tout réel x.
Par conséquent, f est solution de I'équation  (E).

Partie B
-3x
1) f(x) R T e_2 =302 [ 3o , pour tout x de R.
2 2 e 2
2)a) lim (—2x) =-o0 et XIim e* =0, alors, d’aprés la limite d’'une fonction composée,
X — +00 - =00
lim e™?* =0.

X - +00

lim (—3x) =-w et lim e* =0, alors, d’aprés la limite d’une fonction composée,

X - +oo X - —oo

lim e™* =0.

X — +oo

Donc, par somme de limites, lim f (x)=0.

X — +00

€; au v0|S|nage de +oo .
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b) Iim (—2x) =+ et lim e* =+, alors, d’aprés la limite d’une fonction composée,

X — —00 X 5 40

lim e =+ .

X — —00
De méme, lim (-x) =+ et lim e* =+, alors, d'aprés la limite d’une fonction composée,

X — —00 X - 400

. - . . 3
lim e™ =+ . Alors, par somme de limites, lim [——e X 1= =00,

X — +oo X — +o0o

Donc, par produit de limites, lim f (x)=-o.

X — =00

3) D’aprés la partie A, la fonction f est dérivable sur R.
De plus, f' =g’ +h'. Alors, pour tout réel x,

f'(x)=3e™* -2g(x) - 2h(x) =3e™>* +6e™>* -9e™** =9(e‘3X —e‘z") =9e (1—ex).
Comme 9e** >0, alors le signe de f'(x) dépend de celui de (1—ex).

Or:

el-e=0 o 1=¢* = Xx=0;

el-e*>0 = 1> = 0>x;

el-e<0 o 1<e* = 0<X.
On en déduit le tableau de variations de f :

X —co 0 +00
f'(x) + 0 -
3
2
—00 O

Orf(O):%.

. . ; 3
Donc la courbe €, coupe I'axe des ordonnées au point de coordonnées (O ;Ej.

I'équation f (x) =0 qui sont les abscisses de ces points d’intersection.
f(x)=0 = 3e’2x[g—e’xj:0

- g—e‘X:O car 3 %0

= e—X :E
2
= eX :g
3
= x=-0,4
Donc la courbe €, coupe I'axe des abscisses au point de coordonnées (—0,4 ;O) :
-2
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5) f(1) =%e'2 -3e?®=0,5.
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