CORRECTION DU DEVOIR MAISON N° 9
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France, septembre 2009

Partie A

1) On remarque que f =Inou avec u(x)=x*+4.
La fonction u est dérivable et strictement positive sur [O ; +0<>[ ; alors la fonction f est

dérivable sur [0 ; +o .

Dou: f' =L avec u(x)=2x.Donc f'(x)=— 7 pour tout réel x positif.
u x? +

Comme 2x 20 et x> +4 >0 pour tout x de [O ; +00[ , alors f'(x)ZO pour tout réel x de

[0; +[. On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur [0 ;+oo[ .

2)a)Ona: g=f-v avec v(x)=x.

Les fonctions f et v sont dérivables sur [0 ; +oo[ , alors g est dérivable sur [0 ; +o .
2x . _X*+2x-4

X2 +4 x2+4

Comme x?+4 >0 pour tout x de [O ) +oo[ , alors le signe de g'(x) dépend de celui de

Dou: g'=f'-v' avec v'(x) =1. Par suite, g'(x) =

-x%2 +2x —4.
Calculons le discriminant A de ce trindme : A =2% -4 x(-1)x(-4) =-12.

Comme A <0, alors le signe de -x? +2x — 4 est le méme que celui du coefficient de x?,
c’est-a-dire strictement négatif pour tout x de [0 ; +oof .

Par conséquent, la fonction g est strictement décroissante sur [O ;+oo[.

b) La fonction g est dérivable donc continue sur l'intervalle [2 ; 3] . De plus, la fonction g est
strictement décroissante sur [2; 3].

Enfin, g(2)=In(8)-2=0,1 et g(3)=In(13)-3=-0,4.

D’aprés le théoreme de la valeur intermédiaire, I'équation ¢ (x) =0 admet une unique

solution @ dans [2; 3].
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-3.121 D’aprés la calculatrice, on en déduit que @ =2,2 a 10™ prés.
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c) Comme g(x)=0 équivaut a f(x)-x =0, c’est-a-dire a f (x) = x, d'apres la question
précédente, on en déduit que le nombre réel a est I'unique solution de I'équation
f(x)=x.
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3) a) Soit #(n) la proposition : « pour tout entier natureln: 1<u, <a »

Comme la fonction f est strictement croissante sur [0 ; +co[ , alors f (1) <f (u,)<f (a).
Dol : In(5)<u

= n+l

<a (eneffet f(a)=a).
Or In(5) >1, on en déduit que 1<u,,, < a . Par suite, #(n + 1) est vraie.

(0) est vraie et pour tout n supérieur ou égal a 0, (n) = #(n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout n supérieur ou égal a 0, #(n) est vraie
C’est-a-dire : pour tout entier naturel n, 1<u, <a.

b) Soit Q(n) la proposition : « pour tout entier naturel n: u, <u,,; »

Comme la fonction f est strictement croissante sur [0 ; +od[ , alors f (u,) < f (u,,,), cest-a-

dire u,,, <u,,,. Par suite, Q (n + 1) est vraie.

n+l =
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Q (0) est vraie et pour tout n supérieur ou égal a0, Q (n) = Q (n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout n supérieur ou égal a 0, Q (n) est vraie

C'est-a-dire : pour tout entier naturel n, u, <u,,,. Par conséquent, la suite (un) est
croissante .

De plus, la suite (u,) est majorée par @ ; on en déduit que la suite (u,) est convergente

vers un réel /

c) Comme f (u,) =u,.,, par « passage aux limites », lim f(u,)=limu,, =/.

n - +oo n — +oo

Or la fonction f est continue sur [0 ; +eo[, doncen / D'our lim f (u,)=f (/).

n — +oo

Par suite, f (/) = /. D’apreés la partie A, on en déduit que la suite (un) est convergente

vers a.
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