CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N° 1

Suites et démonstration par récurrence Le 25 septembre 2009
Exercice 1
1 2 5 5 5
1) Voo =V, = ( Unrz “Unsg ) - ( Upg ~ U, ) :§Un+1 +§un —2u,, tu, = _guml +§un = _gvn .

Or pour que la suite (vn) soit arithmetique, v, ,, —v,, doit étre constante pour tout n de N.
Ce qui n’est pas le cas. Donc c’est FAUX.

_ 2 2 1 2 2 2
2) Wy W, =Upp +§un+1 “Unn _gun _Eunﬂ +§Un +§un+1 “Unn _Eun =0, pour tout n
de N. Donc c’est VRAI.

w|u

u, =u,. Donc c’est VRAI.

n

3 3 2 3
3) E(Wn Vi ) :g(unﬂ +§un ~Une T U, j :gx
4) Comme (w,) est constante, alors w, =w, =u, +%u0 =1+0=1, pour tout n de N.

5 2
. salors v, = ‘§Vn +v, = ‘§Vn , pour tout n de N.

De plus, d'apres 1), v, -V, = —%v

Par conséquent, la suite (vn) est une suite géométrique de premier terme
. 2 i | 2"
Vo =U; —U, =1-0=1 et de raison q = _5' On en déduit que v, =v, xq" = 3 pour tout

entier n.v, =

n
D’apres la question 3), on peut écrire que u, =g(1—( —%J } , pour tout n de N.

n — +oo n- 4o

n
Comme —1<—%<O, alors Iim [—gj =0. On en déduit que lim u, =g.
C’est donc FAUX.

Exercice 2
1) a) Soit #(n) la proposition : « pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, u, 20 »

~ Initialisation : u1=1uO +0-1=2-1=-1, U, =£u1+1—1=—1 ;
2 2 2 2 4
1 1 7 ) : :
Uy —Euz +2-1= ——+1—§, alors on a 2(3) qui est vraie.

De plus, n=>3, alors n —1> 2. En additionnant membre & membre les deux inégalités, on en
Ly 1 < . .
déduitque —u, +n-1=2, c'est-a-dire que u,,, 20. Par suite, #(n + 1) est vraie.
2

P(3) et pour tout n supérieur ou égal a 3, #(n) = P(n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
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pour tout n supérieur ou égal a 3, (n) est vraie
C’est-a-dire : pour tout n supérieur ouégala3 , u, 20.

, , - s 1 .1
b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 4. Alors —u, =2, et par suite —u, -1=1.
2 2

On en déduit que %un +n-1=n-1. Or n—-1>n-2 ; par conséquent, pour tout entier

naturel n supérieur ou égala 4, u,2n-2.

¢) En utilisant I'inégalité de la question précédente et sachant que lim (n - 2) =+, d'apres

n -+

le théoréme de comparaison des limites, on en déduit que lim u, = +co.

n - +co

2) a) Soit n un entier naturel.

Vo =40, —8(n+1)+24 =4(%un +n —1)—8n -8+24=2u, —4n +12 =%vn :
Par conséquent, (vn) est une suite géomeétrique de raison =% et de premier terme

Vo =4u, -8x0+24=28.

b) D’apres la question précédente, v, =v, xq" = 28><[%) , pour tout entier naturel n.
Orv, =4u, -8n+24,dou: 4u, =v, +8n—24, ou encore u, =%vn +2n-6.

n n
Par conséquent, u, :%x 28 X(%j +2n-6=7 X(%) +2n -6, pour tout entier naturel n.

c) Soit (xn) la suite géomeétrique de premier terme X, =7 et de raison >

Soit (yn) la suite arithmétique de premier terme y, = -6 et de raison 2.

: 1Y’ o
Alors, pour tout entier naturel n, x, =7 X(Ej et y, =—6+2n. On en déduit alors que

X, Yy, =u,.
Par conséquent, pour tout entier naturel n, u, =x_, +y_  ou (xn) est une suite

géometrique de raison > et de premier terme  x, =7, et (yn) une suite arithmétique

de raison 2 et de premier terme  y, =-6.

n n
d) D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n, S, = Zxk + Zyk , avec
k=0 k=0

n+l n+l
R RO
;xkzxox 1 =7x 1 =14><[1—(EJ }et
2
n n+1)(y, +VY, n+1)(—-6+2n-6
kzoyﬁ( Joo +y2) (036 +20-6) (0 g)

n+l
Par conséquent, pour tout entier naturel n, S, =14 x{l—(EJ ]+ (n +1)(n —6) .
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Exercice 3
1) u,,, =u, +2n+3, alors u,,, —u, =2n+3. Comme n est un entier naturel, alors

n

2n +3 >0. Par conséquent, la suite (un) est strictement croissante

2) a) En utilisant la calculatrice, on fait apparaitre les premiers termes de cette suite :

n Un

0 1 Il semble que, pour tout entier naturel  n, u, =(n +1)°.

1 4

5 9 b) Démontrons le par récurrence.

3 16 Soit #(n) la proposition : « pour tout entier naturel n,

4 25 u, =(n+1)° »

5 36

6 49 ~ Initialisation : (0 +1)2 =1=u,, alors on a #(0) qui est vraie.

7 64

8 81 - Hérédité : Soit n =0. Supposons que %(n) est vraie. Alors :

9 100 0, = (n+1".

10 121 5 5

11 144 Dol Uy, =u, +2n+3=(n+1)" +2n+3=n’+4n+4=(n+2)".

12 169 Par suite, ?(n + 1) est vraie.

13 196

14 225 - Conclusion : on a alors prouvé :

15 256 %(0) et pour tout entier naturel n, (n) = #(n + 1).

16 289 Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

17 324 pour tout n de N, #(n) est vraie

18 361 C'est-a-dire : pour tout entier naturel  n, u, =(n +1)°.
Exercice 4

1) Dire qu’une suite (un) a pour limite +o0 signifie que tout intervalle ouvert de la
forme ]A ;+oo[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain indice .

2 >10, c’est-a-dire & n?+2210n (car n est

2) a) u, appartient & |10 ; +eo| équivaut a n

positif). Or n? +2>10n équivaut a n? —=10n+2 >0, ou encore & n D[S +423; + oo[.
Par conséquent, a partir du rang n, =10, tous les termes de la suite appartiennent a

lintervalle  [10 ;+oo| .

2
. R A . n°+2 T
b) u, appartient a ]A ; +oo[ équivaut a > A, cest-a-direa n?-An+220 (carn est

2 —
positif). Or n? —=An +2>0 équivaut a n D[A+— 2AS D+ o{ (\/A2 -8 existe car A=10] .

i + \, 2 -_— , . .
Par conséquent, a partir du rang n, = E[A#ASJ +1 (E étant la fonction partie

entiére), tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle ]A ;+oo[ .

c) D'aprés le 1) et le 2), on en déduit que lim u, =+oo.

n - +oo
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2
d) u = = =n| 1+— [.Or lim|—|=0,alors lim |1+— |=1 (par
n n’ n-+m( n? n-+e (" n?
somme de limites).

Comme lim n =+oo, par produit de limites, lim u, =+oo.

n — +oo n — +oco
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