CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N° 4

Nombres complexes, continuité et

L . e Le 9 décembre 2009
théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 1

1) a)

(2i) -2(1+i)(2i)" +2(1+2i)2i - 4i =-8i +8(1+i)+2(1+2i)2i —4i =-8i +8+8i +4i -8 -4i =0
Donc le nombre complexe 2i est solution de (E) .

b) (z—2i)(z2 +az+b)=z3 +az® +bz - 2iz° - 2aiz - 2ib = 2° +(a-2i) 2* + (b - 2ai) z - 2ib.

a-2i=-2-2i
Par identification, on obtient: <b —2ai =2 + 4i.
—2ib = -4
a-2i=-2-2i a=-2-2i+2i=-2
Orib-2ai=2+4i o b-2ai =2+4i
=2ib = -4 b:_—4!:2
=2i

Pour tout nombre complexe  z: z° =2(1+i)z” +2(1+2i)z -4 =(z -2 )(22—2z +2).

c) D'aprés la question précédente, z° —2(1+i)z* +2(1+2i)z - 4i =0 équivauta z -2i =0
ou z2-2z+2=0, Cest-a-direa z=2i ou z°-2z+2=0.

Résolvons I'équation z?2 -2z+2=0.

Calculons le discriminant : A =4 -8 =-4. Alors cette équation admet deux solutions

o 2=2 o
complexes conjuguées : z, == =1-i et z, =1+i.

Donc I'ensemble des solutions de (E) est {2 ; 1-i ; 1+i}.

z-2i
z-1-i
2-2i _
|z—1—i|_
BM _
i
= BM =AM

)

2)a) |Z]=1

-

1

Par conséquent, § est la médiatrice de [AB].

) o z-2i T
Z' estimaginaire pur < ar =—+km (kOZ
b) ginaire p g(z_l_ij 5 (kDZ)

- (m, m):g+kn (kOZ)

= ABM est rectangle en M
= M appartient au cercle de diamétre [AB], privé de A
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Par conséquent, # est le cercle de diametre [AB], privé de A.

o

Exercice 2 (Liban, juin 2009)

Partie A
2 2 57
3V (V3 3 .43 V3 %
1) |z =)l 2| +|==| =3.Alors z, === +i~==3| -“=+=j |=+/3e ©
_ _5m
Comme z; =z, , alors zg =\3e ©.
2) Voir ci-dessous.
2
3) AB:|ZB—ZA|:‘—i\/§‘:\/§ : AC :|ZC_ZA|: —E— £: (—_J —ﬁ :\/5 et
2 2 2 2
2 2
BC =|z. — 2| = —§+i§ :\/(_EJ +[§J =+/3. Donc ABC est un triangle équilatéral
Partie B
L) S
1 1 s i—
l)a)z, ==iz :—e2\/_e6 =e 6 =efb;
SIETREY L
7 5mN\? _im 5m i T
Zy =1 szzle2 3e 6 | =e 6 =e6 etz =1 zczzieI2 x9=3e 2.
3 3 3 3

b) Voir ci-dessous.

5

21 i°7 _ .
C) Zgy = Zy =g 6 :—§+%i et zo; =2, =J3e 6 =3 Zs5 - Dou: OA=+3 OB'.
Par suite, les points O, A et B’ sont alignés .

3@}

OB a pour coordonnées L—E -

et OA’ a pour coordonnées {@ ; %J

Dol : OB = —/3 OA'. Par suite, les points O, A’ et B sont alignés .

2) a) Comme G est! |sobarycentre des points O, A, B et C, alors pour tout point M du plan,
MO +MA +MB +MC =4 MG.
Prenons M =O ; on obtient : OA+OB +OC =4 OG .
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3,3, (L3 V8 ),
Z, +25 +2 2 2 2 2 -6

Par suite, z; = = =—.
4 4 4

Donc G a pour affixe —g.

Par conséquent, z. :%i 2.’ :%i x

Al©
Nlw

b) Soit H l'isobarycentre des points O’, A, B’ et C'.

0+ ﬁ+1| + _ﬁ.fli +3|
Zo *Zy 2y +Zo 2 2 2 2

4 4
distinct, alors G’ n’est pas l'isobarycentre des points O,A,B etC.

Alors z,, = =i.CommeH et G’ sont

R

3) Si M appartient & (AB), alors z,, = —g +it oUt estun réel.

2 XM’ =t
Alors zM,=£i SBait] =i O g —ee | =i 2oL , C’est-a-dire 3 1,-
3 2 3 \4 4 3 Y == ——t
4 3
Par conséquent, si M appartient a (AB),anrs M' appartient a la parabole d’équation
3 1,
e
y 4 3

Exercice 3 (Centres étrangers, juin 2009)
1) FAUSSE.

En effet, si z=1+i, alors z? =1+2i +i?2 =2i. D'ou : Re(22)=0 et (Re(z))2 =1% =1.
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2) VRAIE.
a

2
=2 |z =0om.

ZZ
- 1K

En effet, ON =|zy|=|z| =|z|=OM . De plus, OP =|z,| =‘T
Z

Donc OM =ON =0OP.

3) VRAIE.
Soit z=a+ib oua etb sontdesréels. Alors :

1+iz|=ji-iz] ~ [+izf =[1-izf
o |(x-b)+ia] =|(1+b)-ia
- (1-b)*+a?=(1+b)" +a?
= 1-2b+b*+a’®=1+2b+b*+a’

- 4b=0
= b=0
= Im(z)=0

4) VRAIE.
Soit P le point tel gue OMPM' soit un parallélogramme.
[ — [T _ — _
Alors 2+7' =75 + 755 =255 €1 Z2-2' = Z5; ~ Z5 = Zay t Ziyg — Ziiw -
Donc |z +Z|=|z - Z| équivaut a ‘z@‘ Z‘ZW‘, c'est-a-dire 8 OP =M'M .
Or un parallélogramme ayant ses diagonales de méme longueur est un rectangle.
Donc |z +Z|=|z~Z| équivauta « OMPM' est un rectangle », c’est-a-dire a

« (OM) et (OM’) sont perpendiculaires ».

Exercice 4 (Polynésie, juin 2009)
1) La fonction g est dérivable, donc continue, sur [O ; +oo[ en tant que fonction polynéme.

Pour tout réel x positif, g'(x) =3x? +2x +1.
Comme x est positif, alors g'(x) >0. Par suite, la fonction g est strictement croissante sur
[0; +of .

De plus, g(0)=-1 et lim g(x)= lim x®=+w (régle du mondme de plus haut degré).

X — +o00 X — +o0

Comme g est continue et strictement croissante sur [0 ; +co| etque 00[-1; +«[, d'aprés
le théoreme de la valeur intermédiaire, I'équation g (x) =0 admet une solution unique a
dans lintervalle [0 ;+oo[ .

2) a) On remarque que f =u e’ avec u(x)= i1 et v(x)=-x.
X

Comme u est une fonction rationnelle, alors elle est dérivable sur son ensemble de définition
R, donc sur [0 ; +cd .

La fonction v est dérivable sur R donc la fonction e’ est dérivable sur R, et par suite sur
[0 +eof
Alors la fonction f est dérivable sur [0 ; +oof , et f' =u'e” +uv'e’ avec

1><(x2 +1)—x><2x 2 +1

(x2+1)2 (x2+1)2

u'( x et v'(x)=-1.Dou:
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oy XAl L e _[—x:“—xz—x+l]e‘X

O e R e A

Cest-a-dire f'(x) =~ ?x(leel; :

Comme ( : - )2 >0, alors pour tout x de [0 ;+[, f'(x) etg (x ) sont de signes
X“+1

contraires .

b) D’aprés la question 2), on en déduit le signe de g(x) :

X 0 a 400
g(x) - 0 +
f'(x) + 0 -

Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur [O; a] et strictement

décroissante sur [ ;+od .
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