CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N° 9

Fonctions puissances et calcul intégral Le 9 avril 2010

Exercice 1
x-1
X2 -2x+2°

Posons u(x) = x* — 2x + 2, alors u'(x) = 2x — 2. D'ou f(x) =£><22X—_2
2 X°-2x+2

a) Soit f la fonction définie sur [1 ; 2] par f(Xx) =

. De plus, u(x) est
strictement positif sur [1 ; 2].

Alors la fonction F définie par : F(x) ——In(u(x)) —%In(x -2x + 2) est une primitive de f sur

2 x-1 1 1 1
1;2]. Dot A=| ——————dx=|F(X)[. ==In2-=In1l==In2.
1:2] 1 x%-2x+2 [ ()]1 2 2 2
2 -
Par conséquent, A = Zx—ldx =£In2 )
1 -2X +2 2

b) Soit f la fonction définie sur [1 ; e] par f(t) :InTt.

Posons u(t) = In t, alors u'(t) =1. D’ou f(t) =}><Int =u'(t)xu(t).

Alors la fonction F définie par : F(t) = (u(t)) (Int) est une primitive de f sur [1 ; e].
Int e _ _ _ 1 2 _1
Dot B =]’ —de=[FO); —F(e)—F(l)—E(Ine) S 1 =>.

Par conséquent, B = I In—tdt -l.

2
c) Soit f la fonction définie sur [1 ; 2] par f(x) = 2e3*
Posons u(x) = 3x, alors u’(x) = 3. D’'ou f(x) = 2><%><3e3x =§><3e3X =§xu '(x)x !
Alors la fonction F définie par : F(x) =§e”(x) =§e3x est une primitive de f sur [1; 2].
N P 2 _ _ _2 6_2 3_2 3(.3_
D’ou c_jl 2e¥dx =[F(x)] =F(2)-F(1) = e mpe’=se (e*-1).
Par conséquent, C =J.22e3xdx =20 (e3 —1).
1 3

Exercice 2 (France, juin 2007)
1) Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b], ona:

(uv)' =u'v +uv’. Les fonctions u, u', v et v' étant continues sur [a ; b, u'v, uv' etdonc
(uv) le sont également.

b b b
Alors : L u'(x)v (x)dx = L (uv)'(x)dx —L u(x)v'(x)dx.

Une des primitives de (uv)’ est la fonction uv donc : I: (uv)' (x)dx = [u (x)v (x)] ® . d'ou
Jour e e =By £ 010 - 0 £ 9 o o
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2) a) e Faisons une intégration par parties :

Posons :  U'(x)=¢€" , alors : u(x)=e
v(x) =sinx v'(x) =cosx

X

Les fonctions u'v , uv’' et (uv)' sont dérivables sur [O ; 77] , elles admettent donc des
primitives sur cet intervalle. Appliquons le théoréme de l'intégration par parties ; on obtient :
T
I =[ex sinx}”—j e* cosx dx =[ex sinxJ”—J =[e”sinﬂ—e° sinOJ—J =0-0-J.
0 0 0
Par conséquent, I=-] .

e Faisons une intégration par parties :

posons: U'(X)=SinX g, u(x)=-cosx

X X

v(x)=e v'(x)=e
Les fonctions u'v , uv’' et (uv)' sont dérivables sur [O ; 77] , elles admettent donc des

primitives sur cet intervalle. Appliquons le théoréme de l'intégration par parties ; on obtient :
T
I :[—ex cosx]”—j -e* cosx dx :[—ex COSX]H+J :[—e”cosn+e° coso} +J=e"+1+J
0 0 0
Par conséquent, I = J+e” +1.

b) D’aprés la question précédente, on est a résoudre le systéme suivant :

I=-J I=-J
I=J+e"+1 -2J =e”" +1
I=-J
= J:e”+1
-2
I_e”+1
- 2
J.__e”+1
2

Exercice 3 (Pondichéry, avril 2009)

1) Soit un réel x positif.f(x)zxe‘X2 = X2 =1 X2 .
eX X X
2 X
Posons X =x?, alors lim X =+c. D'ou lim = lim —-
X — +0o X > 400 X Xﬁ+ooe

e

: . . X
On sait que « I'exponentielle de X I'emporte sur la puissance de X, alors ><Ilm — =0.
— +00 e

De plus, lim 1=O. Par conséquent, lim (x) =0 (par produit de limites).

X - +o0 X X — +00

_(® I SV SN N (-2 NS I SR S IS §
2) ﬂ(a)—J‘of(x)dx—J‘oxe dx—J‘0 2(2xe )dx {26 l et
a2
Par conséquent, «(a) =1_+ unités d'aire .

3) lim (—az) =-c et lim e* =0, alors lim e® =0 (limite d’'une fonction composée).

a -+ X = a - +oo

-2
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Donc, par produit de limites, lim ﬂ(a)=%.

a — +oo

Exercice 4

1)+ h=u-1avec u(x)=2"=e*" .

Comme la fonction u est dérivable sur R, alors h est dérivable sur R ; et pour tout réel x,
h'=u' avec u'(x)=In2&*".

On en déduit que h’(x) >0 pour tout réel x. Par suite, h est strictement croissante sur  R.

o lim xIn2=+0 et lim e* =+, alors lim h(x) =+o0 (limite d’'une fonction composée).

X — +oo X 5 40 X — +00

lim xIn2=-0 et lim e* =0, alors lim h(x)=0 (limite d’une fonction composée).

X — =00 X - -0 X — =00

* On en déduit le tableau de variations de h :

X —0 +00
h' (x) +
+00
H /V
0

Exercice 5
Soit S(x) I'aire de la section du volume engendré par un plan orthogonal & 'axe (Ox).

Alors V = I:S (x)dx = J.Oln[f (x)]2 dx = njolxezxdx .

Posons: u'(x)=e® ,alors: u(x):%e2X

v(x)=x v'(x)=1

T
-0.5

Les fonctions u'v , uv’ et (uv)' sont dérivables sur [0 ; 1] , elles admettent donc des
primitives sur cet intervalle. Appliquons le théoréme de I'intégration par parties ; on obtient :
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1 1 1 1 1

J. xezxdx=[5e2"} —J. lez"dx={5ezx} —[lezx} =(1e2 —Oj—[1e2—1j=1e2 +1
0 2 ], do2 2 |, L4 |, (2 4° 4) 4 a4
Par conséquent, V =IZT(e2 +1).

Exercice 6 (Polynésie, juin 2008)

1) Soit g la fonction définie sur [0 ; +eo[ par: g(x)=In(1+x)-x.

On remarque que g =In(u)-v avec u(x)=1+x et v(x)=x.

La fonction u est dérivable et strictement positive sur [O ; +oo[ , alors la fonction In(u) est
dérivable sur [0 ; +o .

De plus, la fonction v est dérivable sur [0 ; +eo[ ; par suite, g est dérivable sur [0 ; +cd .

Alors g'=%—v’ avec u'(x)=1 et v'(x)=1.

Donc g’(x)zljX —1=% pour tout x de [0; +o .

Comme 1+x >0 et -x <0 pour toutx de [0; +c, alors g'(x)<0.

On en déduit que la fonction g est strictement décroissante sur [0 ; +00[ .
Or g(0)=In(1+0)-0=0, d'ot g(x)<0 pour toutx de [0; +.

Par conséquent, pour tout réel x positif, In (1 + x) <X.

2) a) D’aprés I'énoncé, on peut écrire que pour tout réel x de [O ; +oo[ ' 1 X < In(1+ x) <X.
+X
En remplagant x par e ™ dans l'inégalité précédente, on obtient que, pour tout réel x de
e - -
[0 ;+o0] sin(l+e™)se™.
l+e™

b) D’aprés la question précédente, en utilisant la propriété du respect de I'ordre par

P, : PR e . 1
I'intégration, on obtient 'ineégalité suivante : I — dx SI f (x)dx SJ. e dx.
0l1+e7 X 0 0

Or J.Ole'xdx :[—e'x]z = (—e'l) —(—eo) :1—é et

=X =X

Elfe_x dx =I:—1:ee_x dx =[—In(1+ e‘x)}z =(—In(1+ e‘l)) —(—In(1+ eo)) =In(2) —In(l+é} =In(1i—eej
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