La Reégle de L’Hopital (mathématicien francais du 18*™ siécle)

Préliminaire : le Théoréme de Rolle.

Soit f continue sur [a ; ], dérivable sur Ja ; 4| et f(a) = f(b), alors il existe au moins un point ¢ de Ja ; 4| tel
que f'(c)=0.

Si fest constante tous les points x donnent ' (x) = 0. Sinon, comme f est continue sur [a ; b], il existe un point ¢ tel
que pour tout x de [a; b], f(x)<f(c)=M (sif(a) est différent de M, sinon on fait le méme raisonnement avec

f()2 () =m).

ot gy = L1
x=c

limg(x)=0=7"(c).

A quel(s) endroit(s) de cette démonstration a-t-on utilisé le TVI ¢

, st x>c, gx)<0, et si x<¢ g(x)20; on a donc lirri g(x)<0 et lim g(x)20 d'ou

Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b], dérivables sur Ja ; bl.
1. Soit la fonction ¢ définie par @(x) =f(x)—f(a)—%(g(x)—g(a)). Calculer ¢(a) et ¢(@b).
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2. Montrer que ¢'(x) s’annule sur ]Ja; b[ et qu’il existe c dans ]a ; b[ tel que
g'(O(f(0)=f(a)) = '(c)(g(b) ~g(a)) -
3. Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle | , a un point de I, f et g dérivables sur |
sauf enaettellesquef(a) =g(@) =0et OxOl,x#a= g'(x)%0.

a. Montrer que si lim&ﬂ alors lim ) =/,
v=ag'(x) x=a g(x)

b. Montrer que la réciproque est fausse en considérant les fonctions f(x) = x sin(l) et
X

g(x) = sinx.
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c. Application : déterminer la limite en 0 de u(x) =% .
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